Corrigé

RappEL : (Définition de I'intégrale d’une fonction vectorielle) Soit f une application continue par morceaux de [
dans E; espace vectoriel de dimension finie n. Soit = (e, e, ..., €,) une base de E. Posons :

el f)=Y fibe
=1

Les f; sont donc des applications continues par morceaux de I dans R. Alors, si a et b sont deux éléments de I, le

vecteur :

1=

n b
z; (/a fi(t)dt> e
b

ne dépend pas de la base Z choisie, on le note / f(t)dt.

1. (a)

(©

Partie I

Quelques propriétés de I'exponentielle de matrices

La série Z A—k est absolument convergente, car 14%] < lA]* et la série numérique Z (Bl converge
Rl geme T = T 1 R &
keN keN
Ak
et comme ., (K) est complet, en tant qu’espace vectoriel normé de dimension fini, la série Z -7 est
keN
convergente.
"L Ak AP
Notons, pour tout n € N, S,,(A) = Z W la suite de sommes partielles associée a la série Z 7 Par
k=0 keN
I'inégalité triangulaire, on peut écrire :
n
1A
ISa(A) < >
k=0

Par passage a la limite et par continuité de I’application norme ||.||, on obtient || exp(A)|| < exp(||4]|).
n
BA¥

BAF BAF BJ|||A||*
Pour tout n € N, ona BS,(A) = E TR la série E I existe car I x I < I ’k‘:" I
k=0 neN ) ’

passage a la limite et par continuité de 'application produit (A, B) — AB ( bilinéaire en dimension finie ),
on obtient I’égalité :

, donc par

— BAF
Bexp(A) = o

k=0
Si Ay et As sont semblables, alors il existe une matrice P inversible telle que Ay = PA;P~!. Donc pour

toutn € N, on a
S, (Ag) = PS,(A)P~L.

L’application M +— PM P! étant continue ( linéaire en dimension finie ), donc par passage  la limite on
obtient :
exp(As) = Pexp(A)P~ L

Donc les deux matrices exp(A;) et exp(A;) sont semblables dans ., (R).



(a)

D 1 on  3n . 50 3
Pour tout n € N, —- = diag Rl , donc exp(D) = diag(e, e*, €”).
n!’ n!
0 0 1
OnaF? =1 0 0 0 |etF3=0.Donc
0 00
1
F2 1 1 5
0 0 1

La matrice E étant diagonalisable, car elle admet trois valeurs propres distinctes 1, 2 et 3. Des vecteurs
propres associes sont respectivement u; = (1,0,0), ug = (1,1,0) et uz = (1,2, 2). Donc on a 'égalité :

E =pPDp~!
111
avec P = 01 2 d’ou
00 2
3
e 0 0 e &3 —e e——eQ—l-E
exp(E) = Pexp(D)P ' =P | 0 ¢ 0 |Pl=| 2 B2
0 0 & 0 0 o3

On remarque exp(E) = exp(D + F) # exp(D) exp(F), en effet les matrices D et F' ne commutent pas.

Posons [(x) = x A pour tout z € R. Donc f4 = exp ol, c’est une application continue comme composée de

deux applications continues.
k

La série Z %Ak converge normalement sur tout segment [—a, a] de R (a > 0) puisque
keN
_ (allAlD*
Vo € [—a,al, x Ak <

A
et la série numérique Z (”le) converge, donc on peu intégrer terme a terme :
keN ’

y T 1 Ak: .’L‘k—H Ak
>0, t)dt = - .
! /0 falt) / <k+1>

D’ou fa(z) = n—i—A/ fa(t)dt, ceci montre que f4 est dérivable sur R et que Vo € R, f4(x) = Afa(x).
0

Par récurrence on montre que f4 est de classe €°° sur R et que Vn € N, Vz € R, fj(f) () = A" fa(z).

On peut montrer par récurrence que

) (—1Pe> 0
\V/p S N, Cep = < 0 (—1)p62p

et
9pt1 0 -1 p92p+1
VpeN, CPt = ( (—1)ptig2ptl ( )0 :

D’ou

ox (C)_i + > 2p+1 cos@ sinf
Pie) = 0 ‘ 2p+1 —sinf cosf )’
p= p=

Posons, pour n > 3, Ay = < > On a Ay # Apior, cependant exp(Ay) = exp(Agi2r), donc

I'application A — exp(A) n’est pas injective.



0 Ak o0 Ak
(b) Onaexp(A) — I, = — = A(I,, + S4) avec S4 = Z
— k! —

k=1
existe > 0 tel que ||A|| < a = ||S4|| < 1.

im S4 = 0, donc il

. Par continuité 1
! A—0

(k+1)!

I7X]|
[1X1]

(c) Soit X € R" tel que (I, + T)X = 0 ouencore TX = —X.Si X # 0, alors = letdonc |T|| > 1,

ce qui est absurde, d’ou X = 0.
(d) Soit M € ., (R) tel que ||M|| < « et exp(M) = I,. Donc exp(M) — I,, = M (I, + Sy) = 0, mais
M| < a=|Sul| <1,donc I+ Sy estinversible et par conséquent M = 0.

(a) gy, est une fonction polynémiale en z, donc de classe €' sur R. D’autre pat, pour tout entier n > 1 et pour
toutes matrices M et IN, nous avons

n—1 n—1
M"™ — N = Z(NzMn—z _ Ni—l—an—i—l) — Z Nz(M _ N>NTL—1‘—17
i=0 i=0

d’ou nous déduisons, pour tout h € R*,

o
—_

gr(@ £+ h) — gk(2)

- (B4 zH)'H(B + (x + h)H)*1,

I
o

i

Le second membre il a une limite fini quand 5 tend vers 0, donc g, est dérivable en x et

e
—

gllc(w): (B+$H)iH(B+xH)k_i—1_

s
Il
o

En particulier, ¢} (z) = H, g5(z) = H(B+2H) + (B +xzH)H et
gy(x) = H(B+xH)>+ (B +xH)H(B +zH) + (BH + xH)*H.

(b) D’apreés ce qui précéde, on a pour tout z € RT :

k—1
lgr@)l < S I(B+aH) H(B+aH) 7|
=0
k—1 ' |
< HI S UBI+ 2| H) (B + x| H
=0

= KIH|(IBIl + 2l H|)*

L’inégalité des accroissements fini, appliqué a gj sur [0, 1], entraine ||gx(1) — gx(0)|]| < sup |gs.(2)],
z€[0,1]
inégalité qui s’écrit encore

I(B + H)* — B*|| < k| H||(IB] + 1)

o0 kAk-i—? A2 0 k’Ak-‘rQ
(exp(zA)—1I,—zA) = Z Ly L' qui est la somme d’une série

1
(@) OnaT(A,x) = (k+2)! 2 &= (k+2)

2

k=0 =
normalement convergente sur tout segment [—a, a] de R (a > 0), et comme les termes de cette série sont
A2
bien définis en 0, alors 'application z — T'(A, ) se prolonge par continuité en 0, en posant 7'(A4,0) = -5

La formule de Taylor a l'ordre 2 avec reste intégral, appliquée a la fonction f4 s’écrit :

2A2

1
exp(zA) = I, + xA + / (1 —t)exp(tzA)dt.
0

2 1
DouT(A,x) = f;/ (1 —t)exp(tzA)dt et donc | T(A, x)|| < %HAHQexp(xHAH).
0

3



(b) On a
1 1 1 1
“A)-=T(A - |=1,+-A
oo (1) -7 (47) =
1 k
<exp (k:A>) =expA
1 \" 1 1 1\\* 1 \\"
(In + kA> —exp A= (exp <k‘A> — ?T (A, k>> — (exp <k‘A>> .
. 1 1 1
La formule de la question 5.(b) donne, avec B = exp (k;A> et H=—-——=T (A, ) :

k2 k
1 \* 1 1 1 1 k=1
<In+kA) —exp A kHT <A, k:>‘ [exp <k||A]> +ﬁ ]

1
T(A, -
1, 9 1 1 ) 1 el
slalee (1) fexo (G141 ) + gplarexs (141 )

1, 1 k—1 N
< - M _
< opllAlTexp <k||AH) exp( k HA||> [1+ 5z Il ]

< gl exp(lal [1+ gglar]

et

D’ou

IN

IN

k—1 k
1
On peut vérifier facilement que lim [1 + ||A||2} =1,dou lim <In + A> = exp(A).!
k—o0 k—o00 k

(c) Notons # la base canonique de R" et Cy, Cy, ..., C, les colonnes de A. Alors det = detgz ol ou l(A) =
(C1,Cy,...,Cy), donc det est continue, comme composée d’applications continues ( ! linéaire et dety n-
linéaire en dimension finie ).

On sait que le polynome caractéristique de A s’écrit

xA(X) =det(XI, — A) = X" —tr(A)X" L+ ..+ (=1)"tr(A),

-1
donc si z # 0, det(I, + zA) = (—z)"xa <) =1+ tr(A)x + o(x), en particulier :
x

det <In 4 iA) _ tr(kA) 0 @) .

Par continuité de det, on a donc :

det exp(4) = lim det ( + ;A)k = lim <1 + tr(kA) +o @))k — exp(tr(A)).

1. REMARQUE : On a

Or Vk € [1,n],

donc

2_)(—) -+ > 1A epgrap - (14 11)",

= i=k+1

exp() (1. - )

ANF
Le second terme tend vers quand & tend vers 'infini. Donc klim ( I, + E) = exp(A).
e el

4



e

7. (a) Enremplacant A et B dans I'égalité exp(zM) = I,, + zM + z*T'(M, x), on obtient :
U(A,B,z) = T(A,z) + T(B,z) + AB + z[AT(B,z) + T(A,z)B] + 2*T (A, 2)T(B, x)

et, en passant a la limite lorsque = tend vers 0 :

z—0

1
lim U (A, B, x) = lim T(A, x) + lim T(B,z) + AB = 5(A? + B?) + AB.
T—r T—
De plus, comme z > 0,

1 1
IU(A,B,2)| < SIAI*exp( Al]) + 51| BI* exp(l| BI)) + [[A]| Bl

xr

+5 I ANIBI(1B] exp(z|All) + || All exp(z||B])
? 2 2

+ [AIPIBI exp(a([|All + [1B]])-

(b) On a
1 1 1\1" 1 k
P, = [In+k(A+B)+ U <A,B, ﬂ - [In+k(A+B)]

k2 k
et, appliquant 'inégalité du L.5.b. on obtient
1 k-1
U <A, B, k) ‘ ] |

1P < HU (A»B» i) H [1 LA+ 1B + g

Donc lim P, = 0.
k—o0

(c) On a alors immédiatement :

: : 1 1 \1"
klg{)lo Qr = klig)lo [exp (kA> exp <k3>] = exp(A + B).
Partie II

Groupes a un parametre

. On sait déja que fA est continue de R dans .#,(R) (13.a.). Comme pour tout z,y € R, A et yA commutent, on a :

fa(z+y) =exp(zA+ yA) = exp(zA).exp(yA) = fa(x).faly).

1l suffit de prouver que f4(R) est un sous-ensemble de GL,,(R) pour conclure. Or f4(0) = I, et fa(x).fa(—2z) = I,
ce qui prouve que f4(z) est inversible pour tout € R. f4 est bien un morphisme continu du groupe additif (R, +)
dans GL,(R). Donc f4(R) est un groupe a un parameétre.

cosf sinf
—sinf cosé
d’affirmer que f4(R) = 04 (2) et donc 4 (2) est un groupe a un parametre.

t 2 si | <«
.Onposeha(t):{é ) . H;a

0

. On sait que 0,(2) = { rg = > 0 eR } Si on prend A = (_1 (1)) alors le 1.4. nous permet

.1l est clair que cette fonction est positive et de classe €' sur R. On

o h

pose I = / ha(t)dt. La fonction g, = TQ vérifier bien les conditions de la question.
—Q

Les fonctions g, et g/, sont continues sur [, a] donc uniformément continues sur cette intervalle. Comme elles

sont nulles en dehors de cet intervalle, elles sont uniformément continues sur R.

(@ Onalt—a,t+a] C[—to— a,to+ a] et go(t —u) = 0 pour u € [—tg — a, t — afcup[t + «, to + o] donc

t+a to+o
Y(t) = /t 9ot —u)®(u)du = / 9ot — u)P(u)du.

—« —to—«



(b) En développant I'expression polynomiale de g4, on arrive a une expression du genre

t+o

4
bty =S / By (u)du
k=0 1t

—

ot les fonctions ®;, sont continues. Ceci permet d’affirmer que 1 est de classe €' comme somme et produit de
fonctions de classe €.
(c) Sion change u ent — u dans la derniére intégrale, on obtient

wit) = [ " g ()®(t — u)du

et comme ®(t —u) = P(t)P(—u) = (—u+t) = P(—u)P(¢) on en déduit

W(t) = M. ®(t) = B(t). M,

5. (a) Vuque ®(0) = I,, et que / go(u)du = 1 alors

—Q

My~ 1, = /a Geu (1) [B(—11) — B(0)]dlw.

—

Comme & est continue en 0, on sait que sup ||[®(u) — ®(u)|| = () tend vers 0 quand « tend vers 0. A
u€[—a,a]
I’aide de I'inégalité de la norme, on obtient

[ Mo — I < /a 9o (u)||®(—u) = ®(0)[|du < e(a)

—Q
et donc lim M, = I,,.
a—0
(b) Comme lin%) M, = I, il existe § > 0 tel que 0 < a < [ entraine | M, — I, << 1 et, en écrivant M, =
o>

I, + (M, — In) et en utilisant le résultat du L4.c., on en déduit que M, est inversible pour « €]0, 3.
(c) Pour o €]0, B[, ®(t) = (M) '4)(t) donc ® est contintiment dérivable.
6. (a) On dérive par rapport a u la relation ®(t + u) = ®(t).®(u) ( ® est de classe €' ), on obtient

O (t+u) = O(t)d (u)

et,avecu = 0,

' (t) = d(t)D'(0) = ' (0)D(t) = P(t)A = AD(¢).
(b) Q est de classe €, Q(0) = I,,. Or

Q' (t) = &' (t) exp(—tA) — ®(t)Aexp(—tA) =0

donc Q est constante et () = exp(tA).
Partie III

Algebre de Lie

1. Vérification immédiate.

2. 1l suffit de vérifier que E et F sont stables par la loi [.,.]. En effet, si A, B € E alors tr[A, B] = tr(AB — BA) =
tr(AB) —tr(BA) = tr(AB) —tr(AB) = 0. De méme, si A, B € Fona[A, B] = (AB) —{BA) = 'B'A-'A'B =
BA - AB = —[A, B].

3. (a) Pourtoutz € R, f, (z) = €"I,,. Comme G est un sous-groupe de GL,(R) et e* # 0, alors e”I,, € G. Donc g

contient la matrice I,,.



(b) Soit A, B € g.1l est clair que AA € g pour tout o € R, donc il suffit de montrer que A + B € g, c’est-a-dire
Vx € R, exp(z(A + B)) € G.

tA tB
Fixons x € R et soit k € N*. Comme A, B € g, alors exp <k:> et exp <k> appartiennent a G, et comme

tA tB\\"
G est un groupe, il contient aussi le produit <exp (k‘) exp (k‘)) et comme G est fermé dans GL,,(R) il

tA tBY\"
contient aussi klim <exp (k;) exp (k)) qui vaut exp(z(A + B)) ( d’apreés la question ).
—00
(c) 1l suffit de montrer que [A, B] € g pour tout A, B de g. Comme exp(—A) = exp(A)~", il suffit de montrer que
exp(z[A, B]) € g pour tout z > 0, sot donc ¢ € R fixé tel que z = ¢, on a:

i (o () (2)) (o (L) (2)) - st

Comme A, B € g, alors G contient le terme de gauche pour tout &, et comme G est fermé il contient aussi la
limite exp(z[A, B]). Ceci montre que [A, B] € g.

4. L’application déterminant, noté det, est un morphisme de groupe de (GL,(R),.) dans (R*,.). Le noyau étant
SL,(R) = { A € GL,(R) | det(A) =1} = det '{1}, c’est un sous-groupe de GL,,(R). Comme det est une appli-
cation continue, alors det "1 {1} est un fermé comme image réciproque d’un fermé par une application continue.
Déterminons ’algebre de Lie de g. Soit A € ., (R), pour tout z € R, on a:

fa(z) = expzA € SL,(R) < exp(zA)exp(z'd) = I, & 2(A+'A) =0 A+'A=0.

Ainsi la matrice A est antisymétrique. D’ou g = F.
5. Soit A une matrice antisymétrique réelle et x € R*, on a:

A+'A=0o 1A +0A =0 < exp(zd)lexp(zA) = I, < exp(rA) € O,(R)

ou O,(R) = { A € #,(R) | A'’A = I,, } désigne le groupe orthogonal. Ainsi, g = { A € F | fa(R) C O,(R) }.



