
Corrigé

Rappel : (Définition de l’intégrale d’une fonction vectorielle) Soit f une application continue par morceaux de I
dans E ; espace vectoriel de dimension �nie n. Soit B = (e1, e2, ..., en) une base de E. Posons :

∀t ∈ I, f(t) =
n∑
i=1

fi(t)ei.

Les fi sont donc des applications continues par morceaux de I dans R. Alors, si a et b sont deux éléments de I , le

vecteur :
n∑
i=1

(∫ b

a
fi(t)dt

)
ei

ne dépend pas de la base B choisie, on le note

∫ b

a
f(t)dt.

Partie I

Quelques propriétés de l’exponentielle de matrices

1. (a) La série

∑
k∈N

Ak

k!
est absolument convergente, car

‖Ak‖
k!
≤ ‖A‖

k

k!
et la série numérique

∑
k∈N

‖A‖k

k!
converge

et comme Mn(K) est complet, en tant qu’espace vectoriel normé de dimension �ni, la série

∑
k∈N

Ak

k!
est

convergente.

(b) Notons, pour tout n ∈ N, Sn(A) =
n∑
k=0

Ak

k!
la suite de sommes partielles associée à la série

∑
k∈N

Ak

k!
. Par

l’inégalité triangulaire, on peut écrire :

‖Sn(A)‖ ≤
n∑
k=0

‖A‖k

k!
.

Par passage à la limite et par continuité de l’application norme ‖.‖, on obtient ‖ exp(A)‖ ≤ exp(‖A‖).

(c) Pour tout n ∈ N, on a BSn(A) =
n∑
k=0

BAk

k!
, la série

∑
n∈N

BAk

k!
existe car

‖BAk‖
k!

≤ ‖B‖‖A‖
k

k!
, donc par

passage à la limite et par continuité de l’application produit (A,B) 7→ AB ( bilinéaire en dimension �nie ),

on obtient l’égalité :

B exp(A) =

∞∑
k=0

BAk

k!
.

Si A1 et A2 sont semblables, alors il existe une matrice P inversible telle que A2 = PA1P
−1

. Donc pour

tout n ∈ N, on a

Sn(A2) = PSn(A1)P
−1.

L’application M 7→ PMP−1 étant continue ( linéaire en dimension �nie ), donc par passage à la limite on

obtient :

exp(A2) = P exp(A1)P
−1.

Donc les deux matrices exp(A1) et exp(A1) sont semblables dans Mn(R).
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2. (a) Pour tout n ∈ N,

Dn

n!
= diag

(
1

n!
,
2n

n!
,
3n

n!

)
, donc exp(D) = diag(e, e2, e3).

On a F 2 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 et F 3 = 0. Donc

exp(F ) = I + F +
F 2

2!
=

 1 1
1

2
0 1 1
0 0 1

 .

La matrice E étant diagonalisable, car elle admet trois valeurs propres distinctes 1, 2 et 3. Des vecteurs

propres associes sont respectivement u1 = (1, 0, 0), u2 = (1, 1, 0) et u3 = (1, 2, 2). Donc on a l’égalité :

E = PDP−1

avec P =

 1 1 1
0 1 2
0 0 2

, d’où

exp(E) = P exp(D)P−1 = P

 e 0 0

0 e2 0

0 0 e3

P−1 =

 e e3 − e e3

2
− e2 +

e

2
0 e2 e3 − e2
0 0 e3

 .

On remarque exp(E) = exp(D + F ) 6= exp(D) exp(F ), en e�et les matrices D et F ne commutent pas.

3. (a) Posons l(x) = xA pour tout x ∈ R. Donc fA = exp ◦l, c’est une application continue comme composée de

deux applications continues.

(b) La série

∑
k∈N

xk

k!
Ak converge normalement sur tout segment [−a, a] de R (a > 0) puisque

∀x ∈ [−a, a],

∥∥∥∥xkk!
Ak
∥∥∥∥ ≤ (a‖A‖)k

k!

et la série numérique

∑
k∈N

(a‖A‖)k

k!
converge, donc on peu intégrer terme à terme :

∀x > 0,

∫ x

0
fA(t)dt =

∞∑
k=0

∫ x

0

tk

k!
Akdt =

∞∑
k=0

xk+1

(k + 1)!
Ak.

D’où fA(x) = In+A

∫ x

0
fA(t)dt, ceci montre que fA est dérivable sur R et que ∀x ∈ R, f ′A(x) = AfA(x).

Par récurrence on montre que fA est de classe C∞ sur R et que ∀n ∈ N, ∀x ∈ R, f (n)A (x) = AnfA(x).

4. (a) On peut montrer par récurrence que

∀p ∈ N, C2p
θ =

(
(−1)pθ2p 0

0 (−1)pθ2p

)
et

∀p ∈ N, C2p+1
θ =

(
0 (−1)pθ2p+1

(−1)p+1θ2p+1 0

)
.

D’où

exp(Cθ) =

∞∑
p=0

C2p
θ

(2p)!
+

∞∑
p=0

C2p+1
θ

(2p+ 1)!
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
.

Posons, pour n ≥ 3, Aθ =

(
Cθ 0
0 In−2

)
. On a Aθ 6= Aθ+2π , cependant exp(Aθ) = exp(Aθ+2π), donc

l’application A 7→ exp(A) n’est pas injective.
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(b) On a exp(A) − In =

∞∑
k=1

Ak

k!
= A(In + SA) avec SA =

∞∑
k=0

Ak

(k + 1)!
. Par continuité lim

A→0
SA = 0, donc il

existe α > 0 tel que ‖A‖ ≤ α⇒ ‖SA‖ ≤ 1.

(c) Soit X ∈ Rn tel que (In + T )X = 0 ou encore TX = −X . Si X 6= 0, alors

‖TX‖
‖X‖

= 1 et donc ‖T‖ ≥ 1,

ce qui est absurde, d’où X = 0.

(d) Soit M ∈ Mn(R) tel que ‖M‖ ≤ α et exp(M) = In. Donc exp(M) − In = M(In + SM ) = 0, mais

‖M‖ ≤ α⇒ ‖SM‖ < 1, donc I + SM est inversible et par conséquent M = 0.

5. (a) gk est une fonction polynômiale en x, donc de classe C 1
sur R. D’autre pat, pour tout entier n ≥ 1 et pour

toutes matrices M et N , nous avons

Mn −Nn =
n−1∑
i=0

(N iMn−i −N i+1Mn−i−1) =
n−1∑
i=0

N i(M −N)Nn−i−1,

d’où nous déduisons, pour tout h ∈ R∗,

gk(x+ h)− gk(x)

h
=

k−1∑
i=0

(B + xH)iH(B + (x+ h)H)k−i−1.

Le second membre il a une limite �ni quand h tend vers 0, donc gk est dérivable en x et

g′k(x) =
k−1∑
i=0

(B + xH)iH(B + xH)k−i−1.

En particulier, g′1(x) = H , g′2(x) = H(B + xH) + (B + xH)H et

g′3(x) = H(B + xH)2 + (B + xH)H(B + xH) + (BH + xH)2H.

(b) D’après ce qui précède, on a pour tout x ∈ R+
:

‖g′k(x)‖ ≤
k−1∑
i=0

‖(B + xH)iH(B + xH)k−i−1‖

≤ ‖H‖
k−1∑
i=0

(‖B‖+ x‖H‖)i(‖B‖+ x‖H‖)k−i−1

= k‖H‖(‖B‖+ x‖H‖)k−1

L’inégalité des accroissements �ni, appliqué à gk sur [0, 1], entraîne ‖gk(1) − gk(0)‖ ≤ sup
x∈[0,1]

‖g′k(x)‖,

inégalité qui s’écrit encore

‖(B +H)k −Bk‖ ≤ k‖H‖(‖B‖+ ‖H‖)k−1.

6. (a) On a T (A, x) =
1

x2
(exp(xA)−In−xA) =

∞∑
k=0

xkAk+2

(k + 2)!
=
A2

2
+

∞∑
k=1

xkAk+2

(k + 2)!
qui est la somme d’une série

normalement convergente sur tout segment [−a, a] de R ( a > 0 ), et comme les termes de cette série sont

bien dé�nis en 0, alors l’application x 7→ T (A, x) se prolonge par continuité en 0, en posant T (A, 0) =
A2

2
.

La formule de Taylor à l’ordre 2 avec reste intégral, appliquée à la fonction fA s’écrit :

exp(xA) = In + xA+
x2A2

2

∫ 1

0
(1− t) exp(txA)dt.

D’où T (A, x) =
A2

2

∫ 1

0
(1− t) exp(txA)dt et donc ‖T (A, x)‖ ≤ 1

2
‖A‖2 exp(x‖A‖).
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(b) On a

exp

(
1

k
A

)
− 1

k2
T

(
A,

1

k

)
= In +

1

k
A

et (
exp

(
1

k
A

))k
= expA

D’où (
In +

1

k
A

)k
− expA =

(
exp

(
1

k
A

)
− 1

k2
T

(
A,

1

k

))k
−
(

exp

(
1

k
A

))k
.

La formule de la question 5.(b) donne, avec B = exp

(
1

k
A

)
et H = − 1

k2
T

(
A,

1

k

)
:

∥∥∥∥∥
(
In +

1

k
A

)k
− expA

∥∥∥∥∥ ≤ 1

k

∥∥∥∥T (A, 1

k

)∥∥∥∥ [exp

(
1

k
‖A‖

)
+

1

k2

∥∥∥∥T (A, 1

k

)∥∥∥∥]k−1
≤ 1

2k
‖A‖2 exp

(
1

k
‖A‖

)[
exp

(
1

k
‖A‖

)
+

1

2k2
‖A‖2 exp

(
1

k
‖A‖

)]k−1
≤ 1

2k
‖A‖2 exp

(
1

k
‖A‖

)
exp

(
k − 1

k
‖A‖

)[
1 +

1

2k2
‖A‖2

]k−1
≤ 1

2k
‖A‖2 exp(‖A‖)

[
1 +

1

2k2
‖A‖2

]k−1

On peut véri�er facilement que lim
k→∞

[
1 +

1

2k2
‖A‖2

]k−1
= 1, d’où lim

k→∞

(
In +

1

k
A

)k
= exp(A). 1

(c) Notons B la base canonique de Rn et C1, C2, ..., Cn les colonnes de A. Alors det = detB ◦ l où l(A) =
(C1, C2, ..., Cn), donc det est continue, comme composée d’applications continues ( l linéaire et detB n-

linéaire en dimension �nie ).

On sait que le polynôme caractéristique de A s’écrit

χA(X) = det(XIn −A) = Xn − tr(A)Xn−1 + ...+ (−1)n tr(A),

donc si x 6= 0, det(In + xA) = (−x)nχA

(
−1

x

)
= 1 + tr(A)x+ o(x), en particulier :

det

(
In +

1

k
A

)
= 1 +

tr(A)

k
+ o

(
1

k

)
.

Par continuité de det, on a donc :

det exp(A) = lim
k→∞

det

(
In +

1

k
A

)k
= lim

k→∞

(
1 +

tr(A)

k
+ o

(
1

k

))k
= exp(tr(A)).

1. Remarqe : On a

exp(A)−
(
In +

1

k

)k

=

∞∑
i=0

1

i!
Ai −

k∑
i=0

{ik
ki

Ai

Or ∀k ∈ [[1, n]],
{ik
ki

=
k

k

k − 1

k
...
k − i+ 1

k

1

i!
≤ 1

i!
,

donc ∥∥∥∥∥exp(A)−
(
In −

A

k

)k
∥∥∥∥∥ ≤

k∑
i=1

(
1

i!
− {ik

ki

)
‖A‖+

∞∑
i=k+1

‖A‖i

i!
= exp(‖A‖)−

(
1 +
‖A‖
k

)k

.

Le second terme tend vers quand k tend vers l’in�ni. Donc lim
k→∞

(
In +

A

k

)k

= exp(A).
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7. (a) En remplaçant A et B dans l’égalité exp(xM) = In + xM + x2T (M,x), on obtient :

U(A,B, x) = T (A, x) + T (B, x) +AB + x[AT (B, x) + T (A, x)B] + x2T (A, x)T (B, x)

et, en passant à la limite lorsque x tend vers 0 :

lim
x→0

U(A,B, x) = lim
x→0

T (A, x) + lim
x→0

T (B, x) +AB =
1

2
(A2 +B2) +AB.

De plus, comme x > 0,

‖U(A,B, x)‖ ≤ 1

2
‖A‖2 exp(x‖A‖) +

1

2
‖B‖2 exp(x‖B‖) + ‖A‖‖B‖

+
x

2
‖A‖‖B‖(‖B‖ exp(x‖A‖) + ‖A‖ exp(x‖B‖)

+
x2

4
‖A‖2‖B‖2 exp(x(‖A‖+ ‖B‖).

(b) On a

Pk =

[
In +

1

k
(A+B) +

1

k2
U

(
A,B,

1

k

)]k
−
[
In +

1

k
(A+B)

]k
et, appliquant l’inégalité du I.5.b. on obtient

‖Pk‖ ≤
1

k

∥∥∥∥U (A,B, 1

k

)∥∥∥∥ [1 +
1

k
(‖A‖+ ‖B‖) +

1

k2

∥∥∥∥U (A,B, 1

k

)∥∥∥∥]k−1 .
Donc lim

k→∞
Pk = 0.

(c) On a alors immédiatement :

lim
k→∞

Qk = lim
k→∞

[
exp

(
1

k
A

)
exp

(
1

k
B

)]k
= exp(A+B).

Partie II

Groupes à un paramètre

1. On sait déjà que fA est continue de R dans Mn(R) (I.3.a.). Comme pour tout x, y ∈ R, xA et yA commutent, on a :

fA(x+ y) = exp(xA+ yA) = exp(xA). exp(yA) = fA(x).fA(y).

Il su�t de prouver que fA(R) est un sous-ensemble deGLn(R) pour conclure. Or fA(0) = In et fA(x).fA(−x) = In
ce qui prouve que fA(x) est inversible pour tout x ∈ R. fA est bien un morphisme continu du groupe additif (R,+)
dans GLn(R). Donc fA(R) est un groupe à un paramètre.

2. On sait que O+(2) =

{
rθ =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
θ ∈ R

}
. Si on prend A =

(
0 1
−1 0

)
alors le I.4. nous permet

d’a�rmer que fA(R) = O+(2) et donc O+(2) est un groupe à un paramètre.

3. On pose hα(t) =

{
(t2 − α2)2 si |t| ≤ α
0 si |t| > α

. Il est clair que cette fonction est positive et de classe C 1
sur R. On

pose I =

∫ α

−α
hα(t)dt. La fonction gα =

hα
I

véri�er bien les conditions de la question.

Les fonctions gα et g′α sont continues sur [−α, α] donc uniformément continues sur cette intervalle. Comme elles

sont nulles en dehors de cet intervalle, elles sont uniformément continues sur R.

4. (a) On a [t− α, t+ α] ⊂ [−t0 − α, t0 + α] et gα(t− u) = 0 pour u ∈ [−t0 − α, t− α]cup[t+ α, t0 + α] donc

ψ(t) =

∫ t+α

t−α
gα(t− u)Φ(u)du =

∫ t0+α

−t0−α
gα(t− u)Φ(u)du.

5



(b) En développant l’expression polynomiale de gα, on arrive à une expression du genre

ψ(t) =
4∑

k=0

tk
∫ t+α

t−α
Φk(u)du

où les fonctions Φk sont continues. Ceci permet d’a�rmer que ψ est de classe C 1
comme somme et produit de

fonctions de classe C 1
.

(c) Si on change u en t− u dans la dernière intégrale, on obtient

ψ(t) =

∫ α

−α
gα(u)Φ(t− u)du

et comme Φ(t− u) = Φ(t)Φ(−u) = Φ(−u+ t) = Φ(−u)Φ(t) on en déduit

ψ(t) = Mα.Φ(t) = Φ(t).Mα.

5. (a) Vu que Φ(0) = In et que

∫ α

−α
gα(u)du = 1 alors

Mα − In =

∫ α

−α
gα(u)[Φ(−u)− Φ(0)]du.

Comme Φ est continue en 0, on sait que sup
u∈[−α,α]

‖Φ(u) − Φ(u)‖ = ε(α) tend vers 0 quand α tend vers 0. A

l’aide de l’inégalité de la norme, on obtient

‖Mα − In ≤
∫ α

−α
gα(u)‖Φ(−u)− Φ(0)‖du ≤ ε(α)

et donc lim
α→0

Mα = In.

(b) Comme lim
α→0

Mα = In, il existe β > 0 tel que 0 < α < β entraîne ‖Mα − In ≤< 1 et, en écrivant Mα =

In + (Mα − In) et en utilisant le résultat du I.4.c., on en déduit que Mα est inversible pour α ∈]0, β[.
(c) Pour α ∈]0, β[, Φ(t) = (Mα)−1ψ(t) donc Φ est continûment dérivable.

6. (a) On dérive par rapport à u la relation Φ(t+ u) = Φ(t).Φ(u) ( Φ est de classe C 1
), on obtient

Φ′(t+ u) = Φ(t)Φ′(u)

et, avec u = 0,

Φ′(t) = Φ(t)Φ′(0) = Φ′(0)Φ(t) = Φ(t)A = AΦ(t).

(b) Ω est de classe C 1
, Ω(0) = In. Or

Ω′(t) = Φ′(t) exp(−tA)− Φ(t)A exp(−tA) = 0

donc Ω est constante et Φ(t) = exp(tA).

Partie III

Algèbre de Lie

1. Véri�cation immédiate.

2. Il su�t de véri�er que E et F sont stables par la loi [., .]. En e�et, si A,B ∈ E alors tr[A,B] = tr(AB − BA) =
tr(AB)− tr(BA) = tr(AB)− tr(AB) = 0. De même, siA,B ∈ F on a

t[A,B] = t(AB)− t(BA) = tBtA− tAtB =
BA−AB = −[A,B].

3. (a) Pour tout x ∈ R, fIn(x) = exIn. Comme G est un sous-groupe de GLn(R) et ex 6= 0, alors exIn ∈ G. Donc g
contient la matrice In.
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(b) Soit A,B ∈ g. Il est clair que λA ∈ g pour tout α ∈ R, donc il su�t de montrer que A + B ∈ g, c’est-à-dire

∀x ∈ R, exp(x(A+B)) ∈ G.

Fixons x ∈ R et soit k ∈ N∗. Comme A,B ∈ g, alors exp

(
tA

k

)
et exp

(
tB

k

)
appartiennent à G, et comme

G est un groupe, il contient aussi le produit

(
exp

(
tA

k

)
exp

(
tB

k

))k
et comme G est fermé dans GLn(R) il

contient aussi lim
k→∞

(
exp

(
tA

k

)
exp

(
tB

k

))k
qui vaut exp(x(A+B)) ( d’après la question ).

(c) Il su�t de montrer que [A,B] ∈ g pour tout A,B de g. Comme exp(−A) = exp(A)−1, il su�t de montrer que

exp(x[A,B]) ∈ g pour tout x ≥ 0, sot donc t ∈ R �xé tel que x = t2, on a :

lim
k→∞

(
exp

(
tA

k

)
exp

(
tB

k

))(
exp

(
− tA
k

)
exp

(
− tB
k

))k2
= exp(x[A,B])

Comme A,B ∈ g, alors G contient le terme de gauche pour tout k, et comme G est fermé il contient aussi la

limite exp(x[A,B]). Ceci montre que [A,B] ∈ g.

4. L’application déterminant, noté det, est un morphisme de groupe de (GLn(R), .) dans (R∗, .). Le noyau étant

SLn(R) = {A ∈ GLn(R) | det(A) = 1 } = det−1{1}, c’est un sous-groupe de GLn(R). Comme det est une appli-

cation continue, alors det−1{1} est un fermé comme image réciproque d’un fermé par une application continue.

Déterminons l’algèbre de Lie de g. Soit A ∈Mn(R), pour tout x ∈ R, on a :

fA(x) = expxA ∈ SLn(R)⇔ exp(xA) exp(xtA) = In ⇔ x(A+ tA) = 0⇔ A+ tA = 0.

Ainsi la matrice A est antisymétrique. D’où g = F .

5. Soit A une matrice antisymétrique réelle et x ∈ R∗, on a :

A+ tA = 0⇔ xA+ txA = 0⇔ exp(xA)texp(xA) = In ⇔ exp(xA) ∈ On(R)

où On(R) =
{
A ∈Mn(R)

∣∣ AtA = In
}

désigne le groupe orthogonal. Ainsi, g = {A ∈ F | fA(R) ⊂ On(R) }.
• • • • • • • • ••
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